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Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) =

1, x ∈ Q,

sinx, x ∈ R\Q.

1. Χρησιµοποιώντας τους σχετικούς ορισµούς, εξετάστε

(i) (05%) αν η f είναι επί.

(ii) (05%) αν η f είναι αµφιµονοσήµαντη.

(iii) (05%) την f ως προς τη µονοτονία.

(iv) (10%) την f ως προς τη συνέχεια.

(v) (10%) την f ως προς τη παραγωγισιµότητα.

2. (10%) Αποδείξτε ότι το lim
x→+∞

f(x) δεν υπάρχει.

3. (05%) Εξετάστε αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί a < b τέτοιοι ώστε οι υποθέσεις του Θεωρήµατος του
Bolzano να ικανοποιούνται για την f στο [a, b].

4. (05%) Εξετάστε αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί a < b τέτοιοι ώστε τα συµπεράσµατα του Θεωρήµατος
του Bolzano να ικανοποιούνται για την f στο [a, b].

5. (10%) Βρείτε µια συνάρτηση g : R→ R τέτοια ώστε

(i) η g να έχει άπειρα το πλήθος σηµεία ασυνέχειας.

(ii) για κάθε x ∈ [1, 2) το g(x) να είναι σταθερό σηµείο της f .

6. (15%) Εξετάστε την ορθότητα του ακόλουθου ισχυρισµού

‘‘Για κάθε A ⊆ R µε A 6= ∅ και A ϕραγµένο,

το f(A) έχει µέγιστο στοιχείο.’’

7. (20%) Υποθέτουµε ότι η ακολουθία (an)n∈N συγκλίνει και επιπλέον ότι an ∈ N, για κάθε n ∈ N.
Αποδείξτε ότι υπάρχουν άπειρα ν, µ ∈ N, µε ν 6= µ, τέτοια ώστε f(aν − aµ) = 1.


